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Resumen

El diseño e implementación de procesos de enseñanza y aprendizaje de objetos matemáticos es una actividad compleja que debe ser analizada y valorada. En este trabajo analizamos la idoneidad de un proceso de instrucción sobre la noción de función con estudiantes de primer curso de ingeniería según tres dimensiones: epistémica, cognitiva e instruccional. Se trata del estudio de un caso con el que se ejemplifican las nociones teóricas introducidas y se identifican criterios de selección de información para la valoración de la idoneidad de un proceso de instrucción matemática.

Abstract

The design and implementation of the teaching and learning processes of mathematical objects are complex activities that should be analysed and assessed. In this paper we analyse the suitability of an instructional process about the notion of function with first course of engineering students according to three dimensions: epistemic, cognitive and instructional. This case study allow us to exemplify the theoretical notions introduced and to identify selection criteria of the information required to assess the suitability of a mathematical instruction process.

1. PROBLEMA DIDÁCTICO Y MARCO CONCEPTUAL

La ingeniería didáctica (Artigue, 1989) tiene un doble objetivo: uno, la intervención crítica en los sistemas didácticos (los saberes didácticos fundamentados científicamente acotan la acción); otro, la prueba de la contingencia (contraste de las propuestas teóricas elaboradas). De esta forma, la ingeniería didáctica pretende controlar a priori la puesta en escena de proyectos de enseñanza. En una segunda fase, llamada análisis a posteriori, el análisis a priori se compara con la realización efectiva y se busca lo que rechaza o confirma las hipótesis sobre las cuales está basado. Esta comparación se realiza distinguiendo tres dimensiones (cognitiva, epistémica e instruccional
) y, por supuesto, teniendo en cuenta los objetivos específicos de la investigación. 

La intención última de la investigación didáctica es encontrar dispositivos “óptimos” para la enseñanza y el aprendizaje de nociones, procesos y significados de objetos matemáticos, teniendo en cuenta las restricciones institucionales de las dimensiones cognitiva, epistémica e instruccional. La ingeniería didáctica articula el papel de las producciones de los investigadores con las necesidades de acción en los procesos de enseñanza, permitiendo la evolución de una didáctica explicativa hacia una didáctica normativa o técnica (apoyada en una teoría y contrastada experimentalmente). Esta evolución es compleja y costosa, por supuesto. Pero además, la aplicación de los productos técnicos está mediatizada por la formación matemática y didáctica de los profesores, que en última instancia deben poner en marcha dichos recursos.  

El objetivo en este trabajo es, en cierta forma, inverso al de la ingeniería didáctica: partiendo de realizaciones efectivas, evaluar la pertinencia de un proceso de instrucción matemática y determinar pautas para la mejora del diseño y de la implementación de procesos de enseñanza y aprendizaje de contenidos matemáticos específicos. Estas implicaciones para la docencia no tienen carácter normativo o técnico (obtención de un listado de prescripciones "a ejecutar"), sino explicativo (determinación de criterios para la valoración de la viabilidad y de la adecuación a un proyecto de enseñanza). Apoyándonos en la propuesta elaborada por Godino (2003) proponemos evaluar la idoneidad de los procesos de instrucción matemática según tres criterios:

1. Idoneidad epistémica: adaptación entre los significados institucionales implementado y de referencia, que, en particular, supondría la elaboración de una transposición didáctica viable (capaz de adaptar el significado implementado al pretendido) y pertinente (capaz de adaptar el significado pretendido al de referencia). 

2. Idoneidad cognitiva: el "material de aprendizaje" está en la zona de desarrollo potencial (Vygotski, 1934) de los alumnos; con otras palabras, que el desfase entre los significados institucionales implementados y los significados personales iniciales sea el máximo abordable teniendo en cuenta las restricciones cognitivas de los alumnos y los recursos materiales y temporales disponibles.

3. Idoneidad instruccional: capacidad de las configuraciones y trayectorias didácticas para que el profesor o los alumnos identifiquen conflictos semióticos potenciales (a priori), efectivos (durante el proceso de instrucción) y residuales (a posteriori), para resolver dichos conflictos mediante la negociación de significados (utilizando los recursos materiales y de tiempo disponibles).

Vamos a aplicar y desarrollar estas nociones al análisis de la idoneidad de un proceso de instrucción sobre la noción de función, implementado por un profesor con un grupo de estudiantes universitarios de primer curso de ingeniería; en concreto,  nos preguntamos ¿en qué medida es idóneo el proceso de instrucción observado? La pertinencia del análisis de este caso se fundamenta en su representatividad de un tipo de comportamientos instruccionales más generales implementados según un enfoque “constructivista ingenuo”. 

Para cumplir los objetivos esbozados el artículo lo estructuramos de la siguiente forma: en la sección 2 describimos el proceso instruccional observado; en la sección 3, discutimos la idoneidad de dicho proceso; y, por último, en la sección 4, resaltamos algunas conclusiones e implicaciones para la formación de profesores.

2. DESCRIPCIÓN DEL PROCESO INSTRUCCIONAL OBSERVADO

El objetivo de la enseñanza observada consiste en que los estudiantes recuerden, interpreten y formalicen las definiciones de correspondencia, función, rango, dominio y tipos de funciones, aplicándolas en una situación que pone en juego conocimientos de la física: el lanzamiento vertical hacia arriba de una pelota con una velocidad inicial. Se supone que los alumnos han estudiado previamente las definiciones de dichas nociones y se acepta que la tarea matemática es un “ejercicio de aplicación”. Las consignas dadas a los alumnos se incluyen en la tabla 1.

Tabla 1: Cuestiones propuestas a los estudiantes

	Se arroja una pelota directamente hacia arriba con una velocidad Vo por lo que su altura t, segundos después, es 
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 metros, donde g es la aceleración de la gravedad. Si se lanza la pelota con una velocidad de 
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1. Determinen la altura máxima que alcanza la pelota, construyendo la grafica de 
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2. ¿Es 
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 una relación o una función?  Si es una función, ¿cuál es su dominio, codominio y rango?

3. ¿Es 
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 una función inyectiva, sobreyectiva, biyectiva?

4. Si  
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 es la velocidad de desintegración de la pelota, ¿a qué altura llegará, ahora, al cabo de tres (3) segundos? Calcule la función compuesta 
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5. Al cabo de cuanto tiempo regresará la pelota al lanzarla con una velocidad de 
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6. Determinen la velocidad que hay que imprimir a la pelota para que alcance una altura máxima de 100 metros.

7. ¿Qué altura alcanzará la pelota y qué velocidad hay que imprimirle para que regrese a los seis segundos?


Para trabajar las cuestiones propuestas se dedicaron cuatro clases de 45 minutos. En la tabla 2 se presenta de manera resumida la descripción de las actividades realizadas en cada una de ellas.

Tabla 2: Resumen de las actividades realizadas en clase 

	clase
	Descripción

	1
	El profesor dio las instrucciones de la tarea y sorteó las partes del problema que debían ser expuesta en clase por cada uno de los grupos.  

Se dedicó la mayor parte del tiempo de esta primera clase a la resolución del primer apartado. La clase finaliza con la representación gráfica de la expresión 
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	2
	Esta clase se inicia con la exposición por parte de los alumnos del segundo apartado del problema; el profesor presenta un contraejemplo de función utilizando para ello la representación gráfica de la expresión matemática de la forma 
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, y continúa trabajando el segundo apartado mediante una serie de preguntas y respuestas. Además, un grupo de alumnos presentó el cuarto apartado y el profesor expuso la composición de funciones utilizando diagramas de Venn. 

El profesor finalizó la clase con otra serie de preguntas y respuestas a fin de clarificar las nociones de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad.

	3
	Para iniciar esta clase los alumnos exponen el tercer apartado. El profesor, no conforme con las explicaciones dadas por los alumnos, propuso una nueva tarea en la que los estudiantes determinaran cuáles eran relaciones, cuáles funciones,  y qué tipo de función era.

	4
	En esta clase los alumnos de los grupos correspondientes expusieron con la ayuda del profesor los apartados  5, 6 y 7.


3. IDONEIDAD DE UN PROCESO DE INSTRUCCIÓN MATEMÁTICA 

La valoración de la idoneidad de un proceso de instrucción matemática requiere disponer de información detallada de los hechos que ocurren y elementos de referencia que autoricen a emitir los juicios de adaptación, pertinencia o eficacia correspondientes a la dimensión valorada. Uno de los objetivos de la  modelización mediante procesos estocásticos y sus correspondientes estados (Godino, 2003) es ayudar a identificar conflictos epistémicos, cognitivos e instruccionales, que son origen de desajustes entre el diseño del proceso instruccional y su puesta en escena. La identificación de estos conflictos y su descripción permite emitir un juicio de valor sobre la idoneidad de un proceso de instrucción matemática.

Somos conscientes de que la valoración de la idoneidad de un proceso instruccional requiere registrar un complejo de informaciones sobre el estado y evolución de los distintos componentes y dimensiones que lo definen. Es necesario, por tanto, usar diversos métodos y técnicas de observación, registro y medida de datos (cuestionarios, entrevistas, grabaciones audio-visuales, etc.) y determinar los estados cognitivos de los estudiantes en diferentes momentos del proceso instruccional. En el caso que usamos como ejemplo ilustrativo disponemos del programa general de la asignatura (significado institucional de referencia) y de la guía de tareas a realizar (significado institucional pretendido); asimismo, de la grabación audio-visual del desarrollo de las cuatro clases (significado institucional implementado). Basándonos en este material, mostraremos algunos aspectos de la trayectoria didáctica implementada y una valoración parcial de las idoneidades respectivas.

3.1. Idoneidad epistémica

La valoración de la idoneidad epistémica del proceso de estudio implementado la haremos teniendo en cuenta la representatividad de los significados implementados para la noción de función en correspondencia  al significado de referencia. En la trayectoria epistémica del proceso instruccional observado se distinguen secuencias en las cuales existe una ruptura epistémica entre los significados institucionales pretendido e implementado, que no obedecen a intervenciones establecidas a priori por el profesor y cuyo objetivo sería que los estudiantes superaran un obstáculo cognitivo o epistemológico. Estas rupturas se identifican en la utilización (acción), la construcción (acciones-argumentaciones) y la comunicación (lenguaje-argumentación) de nociones, proposiciones y problemas. De hecho, las nociones, proposiciones, lenguaje, argumentos, acciones y problemas (como entidades constituyentes de los significados institucionales y personales) son los observables que permiten hacer operativos los criterios de idoneidad y, por lo tanto, valorar un proceso instruccional. 

A continuación identificaremos en una secuencia del proceso (tabla 3), a modo de ejemplo, algunos observables (noción, argumento, lenguaje) que permiten poner en entredicho la idoneidad de la dimensión epistémica en el proceso de instrucción observado. Por un lado, el profesor no aborda explícitamente la noción de "familia de funciones reales de variable real": la expresión 
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 representa una función real de variable real únicamente fijados unos valores para los parámetros v0 y g. La formalización de la noción de función (significado pretendido) exige la determinación de la naturaleza de los conjuntos inicial y final (subconjuntos de R). La naturaleza de estos conjuntos representa un objeto paramatemático en el discurso. 

Por otro lado, en la argumentación el profesor establece implícitamente la premisa de que una función no es una correspondencia  (intervención 1, tabla 3); de manera similar a la exclusión de que un cuadrado es un rectángulo o de que una sucesión es una función. Por último, en ocasiones, un objeto lingüístico aislado es foco de una ruptura epistémica no controlada y que, incluso, puede constituirse en obstáculo didáctico. En una fase de la instrucción el profesor utiliza la perífrasis "continuidad de la función" como sinónimo del "principio básico que discrimina al tipo particular de correspondencia  llamado función (para cada x existe un único y)" (secuencia 17–18, tabla 2); esto supone una ruptura epistémica en el uso del lenguaje que condiciona la formalización de la noción de función: ¿todas las funciones son continuas?, ¿una función "discontinua" es la "conexión de dos funciones"?  

Tabla 3: Secuencia de clase

	[1] P: …La relación es cualquier cosa que hace corresponder los elementos entre dos conjuntos.  Ahora la pregunta clave es: ¿además de una relación, qué se necesita para que sea una función? ¿Qué hace falta añadirle para que se convierta o se constituya en una función?

[2] A2: Que cada elemento del conjunto de partida tenga un elemento del conjunto de llegada.  Que cada elemento del conjunto de partida no tenga dos elementos en el conjunto de llegada.

[3] P: ¿Hay  algún elemento del conjunto de partida que tenga dos imágenes, o tres o cuatro?

[4] A3: Sí. Por ejemplo, en y, yo coloqué el valor en x igual cero y me da cero; en x igual seis coma cuatro, también.

[5] P: ¿Y eso significa que eso no es función? ¿Por qué no es función?

[6] A2: Bueno… Sí es función, pero aparte de eso tiene otra función.

[7] P: ¿Otra función?

[8] A2:  Sí.

[9] P: ¿Por qué dices tú que no es función?

[10] A2: Yo no he dicho que no es función, yo no puedo explicarlo, pero cumple dos tipos de funciones.

[11] P: ¿Dos tipos de funciones o dos tipos de aplicaciones?

[12] A2: A través de esa gráfica uno puede saber si es sobreyectiva, porque, aparte de que se cumple la definición de que cada elemento tiene una y sólo una imagen en el rango, también se cumple que un elemento tiene dos imágenes.

[13] P: ¿Ahí tiene un elemento dos imágenes?

[14] A2: Sí.

[15] P: ¿Cuál elemento tiene dos imágenes?

[16] A2: No, ninguno.

[17] A4: Profesor, un elemento del conjunto de partida tiene dos elementos del conjunto de llegada, por ejemplo el cero y el seis coma cuatro, ahí se ve que dos elementos del conjunto de partida caen en un mismo elemento del conjunto de llegada.

[18] P: ¿Y eso rompe la continuidad de una función?

[19] A2: No.

[20] P: Entonces… ¿Cómo es la definición de función?… A cada elemento del conjunto de partida le corresponde uno y sólo un elemento del conjunto de llegada. Eso no significa que tres elementos del conjunto de partida puedan tener la misma imagen.


3.2. Idoneidad cognitiva

En la Teoría de las Funciones Semióticas se introduce la noción de significado personal para designar los conocimientos del estudiante. Estos significados son concebidos, al igual que los significados institucionales, como los "sistemas de prácticas operativas y discursivas" que son capaces de realizar los estudiantes a propósito de un cierto tipo de problemas. Los significados personales se van construyendo progresivamente a lo largo del proceso de instrucción, partiendo de unos significados iniciales al comienzo del proceso, y alcanzando unos determinados significados finales (logrados o aprendidos). Con nuestro material, la proximidad de los significados implementados con respecto a los significados personales iniciales de los estudiantes puede ser analizada únicamente por medio de las intervenciones de los estudiantes.

Por ejemplo, en el diálogo de la tabla 3 observamos las dificultades que tienen los alumnos para interpretar la definición de función y para discriminarla de la correspondencia. Este incidente aislado no permite evaluar la idoneidad cognitiva del proceso de instrucción en términos de proximidad de la zona de desarrollo potencial del alumno. Parece razonable pensar que con la ayuda del profesor, y con recursos adecuados el alumno puede aprender el conocimiento pretendido. Sería necesario hacer un seguimiento más detallado de los alumnos para determinar si las explicaciones dadas por el profesor son efectivas. 

3.3. Idoneidad instruccional
El grado de idoneidad instruccional tiene en cuenta las posibilidades que ofrecen las  configuraciones didácticas, y su secuenciación a lo largo de la trayectoria didáctica, para identificar conflictos semióticos potenciales y de resolverlos mediante la negociación de significados (utilizando los recursos materiales y de tiempo disponibles). En nuestro caso hemos observado algunos hechos importantes que nos permiten valorar esta dimensión del proceso de estudio implementado.

Así, por ejemplo, al inicio de la segunda clase, el profesor, mediante un diálogo contextualizado, trata de establecer si la correspondencia es función o no. Este diálogo, poco a poco, se va diluyendo en una “mayéutica ficticia” en la que el profesor toma a su cargo la formulación y la validación: “¿Eso es una función?… ¿Seguro, no? Allá dijeron que no. ¿Hay algún elemento del conjunto de partida que tenga dos imágenes… o tres o cuatro?”. Esto es, utiliza explícitamente en una pregunta retórica la característica principal que discrimina a las funciones del conjunto de las correspondencias (efecto Topaze, Brousseau, 1998). Aún más, el profesor da explícitamente una correspondencia  que no es función: “Lo que sí no es correcto… Aquí tienen una contraejemplo de función. ¡Miren esto! Esto es un contraejemplo de función… es la misma gráfica pero volteada”.  El profesor continuó con una serie de preguntas y respuestas; con esta actividad intenta, sin éxito, institucionalizar las nociones de función, dominio, rango, etc., el profesor abandona su objetivo y atribuye el fracaso de proceso de estudio a que los alumnos no cumplieron con el contrato pedagógico de realizar el estudio personal  solicitado: “Pero si ustedes no averiguan…”
Más aún, el profesor interpreta muchas de las respuestas de los estudiantes como constituyentes del significado pretendido. La institucionalización queda entonces en un terreno “de nadie”, donde se acoplan los significados personales de los estudiantes previamente adquiridos, los significados contextualizados (con relación a la situación modelizada) que el profesor introduce y el significado institucional pretendido, que el profesor explicita en algunos pasajes (y que considera transparente en términos de la situación modelizada).

En conclusión, no se valora la configuración didáctica como "diálogo contextualizado" como no idónea en sí misma. Esta configuración permite que el profesor identifique ciertos conflictos semióticos. Es el profesor con sus intervenciones quien no consigue negociar el significado de los objetos involucrados en la situación propuesta, de tal forma que el proceso instruccional permita adaptar los significados personal aprendido e institucional pretendido. Para ello, el profesor podría haber utilizado diversos medios o recursos como dispositivos de ayuda al estudio: medios de presentación de la información (pizarra, retroproyector, etc.), dispositivos de cálculo y graficación (calculadoras, ordenadores), materiales manipulativos, etc. 

4. REFLEXIONES FINALES E IMPLICACIONES

El núcleo del significado pretendido es el concepto de función. En el proceso instruccional se enfatiza el uso correcto del lenguaje matemático de términos tales como función, correspondencia, etc., y se supone que los estudiantes serán capaces de leer, interpretar y entender su significado. Hemos constatado que se ha invertido un tiempo excesivo en tratar de que los propios estudiantes formulen y aclaren las definiciones de las nociones de función, dominio,  rango, inyectiva, sobreyectiva, y que finalmente continúan sin tener claras tales definiciones. 

El profesor ha dejado inicialmente a los alumnos la responsabilidad de leer las definiciones, interpretarlas y aplicarlas a un ejemplo que ha resultado complejo (incluso el profesor no interpreta adecuadamente el papel del criterio algebraico de una correspondencia). Los alumnos han recordado de memoria las definiciones, pero lo hacen confundiendo los términos; el profesor tiene que invertir bastante tiempo en corregir los errores, formulando él mismo definiciones inadecuadas que provocan confusión y segmentos instruccionales innecesarios, que se hubieran podido evitar mediante intervenciones regulativas explícitas por parte del profesor (intervenciones magistrales).

Los hechos observados los podemos considerar como manifestaciones de un fenómeno de un cierto alcance o generalidad sobre la gestión del tiempo didáctico y la topogénesis. Las descripciones y las interpretaciones que hemos realizado de los mismos, usando algunas nociones de la Teoría de las Funciones Semióticas (Godino, 2003), tienen consecuencias para la formación de profesores. Es necesario que los profesores planifiquen la enseñanza teniendo en cuenta los significados institucionales que se pretenden estudiar, adoptando para los mismos una visión amplia, no reducida a los aspectos discursivos (idoneidad epistémica). Asimismo, es necesario diseñar e implementar una trayectoria didáctica que tenga en cuenta los conocimientos iniciales de los estudiantes (idoneidad cognitiva), identificar y resolver los conflictos semióticos que aparecen en todo proceso de enseñanza – aprendizaje, empleando los recursos materiales y temporales necesarios (idoneidad instruccional). Estas idoneidades deben ser integradas teniendo en cuenta las interacciones entre las mismas, lo cual requiere hablar de la idoneidad didáctica como criterio sistémico de pertinencia (adecuación al proyecto de enseñanza) de un proceso de instrucción, cuyo indicador empírico puede ser la adaptación entre los significados personales logrados por los estudiantes y los significados institucionales pretendidos.
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